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Chapitre 15 : Analyse temporelle des systémes linéaires continus

I. Introduction

L'analyse temporelle permet de caractériser le comportement transitoire des systémes
linéaires. Ce cours vise a introduire les concepts fondamentaux du régime transitoire et i
explorer leurs applications pour évaluer les performances dans ce contexte.

Nous nous concentrerons sur les systémes du premier et du deuxiéme ordre, car ils sont

couramment rencontrés en pratique. De plus, de nombreux systémes plus complexes peuvent
étre approximés par des systémes d'ordre un ou deux, dont les caractéristiques temporelles sont

bien comprises grace a la connaissance de leur fonction de transfert respective.

II. Analyse temporelle des systémes linéaires

La réponse temporelle, ou réponse indicielle, est determmee expérimentalement en excitant le systéme i un signal d'excitation

de type échelon, puis en observant sa réaction.

4 s(t) ‘Régime tr:'ansitoire
e(t)
t
e(t) Systéme s(t) ,, |
linéaire B e
| -
e ;
—>

On distingue deux régimes : 5

o Le régime transitoire correspond i la phase d'évolution d'un systéme avant qu'il n'atteigne un état stable, appelé
régime permanent. Durant cette période, les grandeurs caractérisant le comportement du systéme varient.

o Le régime permanent désigne l'état stable du systéme observable aprés un certain temps, une fois que le régime

transitoire s'est dissipé.

1. Application aux systémes du premier ordre.
1.1. Définition d’un systéme du premier ordre

On appelle systéme du premier ordre, tout systéme régi par une équation différentielle du premier ordre A coefficients
constants : T — ds(t) + s(t) = K.e(t)

Avec K est le gain statique définit par K = el T est la constante de temps > 0 de méme dimension que le temps (heure,
a4 E

minute, seconde)

1.2.Fonction de transfert.

La fonction de transfert du systeme est obtenue en appliquant la transformée de Laplace a 1'équation différentielle

En négligeant les CODdlthIlS initiales. Amsu la fonctlon de transfert est donnée par H(p) = =0 ., qui conduit &

o~ VTN E(p)

I'expression suivante : SC-P)(,\A“"’C) ......... KEG}QDIA%”"@: o N

Cette fonction de transfert présente un péle réel : S.o. )L A il =n. . == ?::e- e

1.3. Réponse indicielle.

Afin d’évaluer les caractéristiques transitoires, on considére usuellement la reponse 1nd101e11e C’est 1a réponse a un échelon

e(t) = Eo.u(t) dont la transformée de Laplace est : .. 2t) — - Eo.a.H).. =.. Kw .....................................
Comme. 5. M.(8). —.SCg) ..... . 5C0).= O e O
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D’aprés la table Hé’g/n';sformées de Laplace inverse, la solution s(t) est de la forme : s(t) = K.E, (1 - e_7)

1.4.Etude de la réponse indicielle

S : : - E K -
o Lavaleur initiale : s; = g%s(t) — hm p.S(p) = ETmp.—m =2 s5=0
o Lavaleur finale: s; = thT st) = QV\ ? < ()
- +00
o e o~ \"'\” N b
> Spcbe B2 £ =>{F.......... S
‘P“b ° * 4 -+ ‘(-‘P LA \J\l\_/ . : Vahing 4
Le comportement transitoire d’'un systéme de premier ordre se décrit ainsi : ¢ 2 L= k <
S
e(t)
S Les points remarquables : Eo :
S <+——— Ponte d_:l’origine : o s(t)
95%K.Eo " > ¢
Pour t =17 s(t) = 63% K.Eo A / | |
63%K.Eo
La valeur finale
Pour t = 37 s(t) = 95% K.Eo
Ponte
veﬂwale t

T 3t
1.5.Temps de réponse a 5%

Le temps de réponse d’un systéme est le temps mis par la sortie du systéme pour entrer dans la bande compris entre 95%
et 105% de sa valeur finale.

tr,

Pour un systéme ler Ordre : s(trsy) = 95% K Eo & K.E, (1 - e"__:%') = 095KE0 & - tr% = In(0.05) =-3

Remarques : L'analyse temporelle réalisée ci-dessus a permis de décrire en détail la réponse indicielle d'un systéme du
premier ordre :

o Laréponse transitoire a une forme exponentielle sans oscillations (la valeur finale n'est jamais dépassée).

o Ledémarrage commence & zéro avec une montée verticale (ponte verticale).

o Estimation de la durée du régime transitoire & 5% - trsy, = 3.1

o  Lavaleur finale est donnée par S = K.E,.

2. Application aux systémes de second ordre.

2.1.Définition d’un systéme 2¢me grdre

On appelle systéme du deuxiéme ordre, tout systéme régi par une équation différentielle du deuxiéme ordre a coefficients

1 d?s(t) 2m ds(t)

+

constants : s B = s(t) = K.e(t)

Avec:

o K:le gain statique K = S(: 2

O wn:la pulsation propre du systéme (rad/s)

o m: facteur ou coefficient d'amortissement, parfois noté z ou ¢ (sans dimension).

2.2.Fonction de transfert.

La fonction de transfert du systéme est obtenue en appliquant la transformee de Laplace i l'équation différentielle

précédente, en négligeant les conditions initiales. Ainsi, on obtient : PS(?) °2'm PSU’)_\— s@.=X .ELf)
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D'ou la fonction de transfert H(p) = =3 ——————.. il (ot i SR
4 ¢t mp.9 2 omuw, Py w,
2.3.Réponse indicielle w? P o P+ 5 e 58 7
N ~— "\ oy \’ Dot b

’ ’ . - . . \' 5 \"’—
Afin d’évaluer les caractéristiques transitoires, on considére usuellement la réponse md1c1elle Clest la réponse i un échelon

e(t) = Eo.u(t) dont la transformée de Laplace est : Cl‘\’) =Ea. LS .. —.. BN ,_E.__f. .....................................
e s s *\.’\/ e AR P

\S(p)— B@).EW - K w,,?- ................................................................................................

o LavaleurlmtrlalevS;‘:,j.W.SA.,-,M..:?/....,.P..SLP)..”. =2 « MEELEL e
o Lavaleur finale S: ...... S% e',,‘ L. S(,?) S)(‘S}.—K.Eu
AL

?——vo

2.4.Etude de la réponse transitoire sk

Le comportement transitoire de la réponse indicielle n’est plus facile a tracer, mais cette fois-ci, il dépond plus du coefficient
d’amortissement m.

Il faut faire alors une étude du polynéme de dénominateur D@): D(p) = 0_12_ p?+ 2;—"—'1) + 1
© Onposex=p = D(x) = ﬁ x% + %ﬁx + 1et notant X1 et X2, les solutions de polynéme de D(x) .

o Calculons de de discriminant : 4 = ﬁ(m2 -1)

On distingue donc trois cas d'étude selon la valeurdem:m>1, m=1letm<1.

S CasN°l:m>1

Il existe deux racines réelles : w; = w, (m - VvmT=T1)et w, = w, (m+VvmZ=1).La fonction de transfert est alors

1 1
s’écrit : H(p) m = K. Hl(p) HZ(p) avect, = “’_1 et T = w—z
Les fonctions H1 et H2 sont deux fonctions de 1er ordre de pulsation de coupure w; et w,. La réponse indicielle est la
— ‘\ ST A A

suivante :
h 5 - P)
sp =K. L (), H.L?.).... «..\ .................... P ...... (14 g'p)(/HCz?)
; e(t)
Remarques : Eo
o Forme de la réponse transitoire : exponentielle sans s(t)
KEO @
oscillation (jamais la valeur finale est dépassée). 95%K. Eo

Zoom : Ponte horizontale

o Démarrage a zéro avec une ponte horizontale

o Valeur finale : K.EO

® Régime critique : m =1

Iy a deux racines réelles doubles : Wc =M .w, . La fonction de transfert est alors s'écrit : H = (1+_Krp) vecT = mi

La réponse indicielle est donc : 4

So) = K~ R0 EC2). — o “ .

Plasge)® Kied.. 2 o s(t)

95%K.Eo g gt?.
Un exemple pour : K=0.8, wn=10 rad/s et on ey :
i ; m=2 m

prend m=1, m=2 et m=3.

Remarque : On en conclut que le temps de

V4

réponse minimal sans dépassement est atteint

P &

lorsque m= 1 S trl tr2 tr3

B oy, e e SRS e
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S Régime pseudopériodique : m< 1

A )

Dans ce cas, les racines sont toutes imaginaires : w; = w, (m - jVl-— mz)et Wy = Wy (m +jvVvl—m? ) La réponse

K

< 1 p?
wf *oE?

indicielle devient : Slp) = ;— o

Le comportement transitoire de la réponse devient :

Premier dépassement D1

Deuxiéme dépassement D2

roisieme dépassement D3

e(t)

Eo
105%K.Eo
°K Eo ‘ M—_——___s(.t)—
95%K. Eo \\A& ;
Le temps de réponse est mesuré a

I'instant oti la réponse pénétre pour la
premiére fois dans la zone comprise
entre 95 % et 105 %, sans en ressortir
par la suite.

59,

Remarque : Pour ce cas (m<1) le systéme présente un dépassement, caractérisé par la présence des oscillations d ‘amplitudes

décroissantes.

2.5.Temps de réponse : les abaques

Il n'existe pas, de maniére rigoureuse comme le systéme 1er

de réponse en fonction des paramétres fondamentaux m et @ pour les systémes d"

Le calcul du temps de réponse est obtenu & partir de
I'abaque suivant : en connaissant la pulsation propre et le
coefficient d'amortissement, il est possible de déterminer le

temps de réponse a 5 %.

Remarque : le temps de réponse est minimum lorsque m=0.7.

Dans ces conditions : Trsy xon =3

Exemple : si m=0.3 et wn=9.34 rad’s. le temps de réponse est :

Gnat m e Les e 8

A’G‘If: w8 7:% o) T\«s%-_:o-zs.s ..............

2.6.Dépassement indiciel

Le dépassement est un phénoméne observé dans

valeur finale avant de se stabiliser. Il est souvent lié aux oscillations et a 1'

160+

<}

x

&

35‘ ,,,,,, -

b:

2 10
J i

3

-3

Bagde i 3 T S R Vg

=]
1 ; T T
0.1 0,3 = 0.7 b1

: Facteur d’amortissement

ordre deux.

ordre, une expression exacte permettant de calculer le temps

amortissement du systéme.

les systémes dynamiques ou la réponse dépasse temporairement la

10°
L NAANNR Y [N ]
b= o
NeNRan
Gt mmadllI RSN R
10‘;0" 1! : R ‘A Tvm"
Amortissoment § o

On définit le premier dépassement par: D1y =

-L’abaque ci-dessus permet de connaitre la valeur du Dk

Vimax — Vg

—L-.100 ou D1y =100.eVr-m*
r

dépassement relatif en fonction du facteur d’amortissement.
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/W”'\’ 2
Exemple : si m=0.7 et wn=9.34 rad/s. le ler dépassement D1 : .PWM—’D;?;—'?‘D'—’%é/”

S AN

II1. Péles dominants et réduction du modeéle
Dans cette section du cours, nous allons nous concentrer sur la réduction des modéles pour les systémes d'ordre supérieur
a 2. Dans ces cas, il est difficile de calculer les caractéristiques transitoires de maniére purement algébrique sans recourir i
des approximations. Lorsqu'elles sont bien fondées, ces approximations permettent généralement d'obtenir une estimation

satisfaisante de ces caractéristiques.

Pour aborder un systéme complexe, nous allons utiliser comme exemple un systéme avec une fonction de transfert d'ordre

trois ayant des péles réels : 71 = 5,72=0.5,73=0.1, et un gain K = 1. e
H(p) =

Les poéles sont tous réels donc le régime transitoire ne présente pas en conséquence aucune oscillation.

K
A+ p)A+p)1+13p) A

1. Poles dominants
Les poles dominants sont ceux qui se trouvent prés de l'axe imaginaire sur la carte des poles. Ils sont associés a des

constantes de temps élevées ou a des faibles coefficients d'amortissement. Pour la fonction précédente, les trois péles sont :

pl = - ks ;i‘g:—i—;el. 5w os & ool g.’:—infm‘iu
" S Cg, iy Zg’ 0.1
Péle dominant Le
p3 p2 pl T Re

2. Réduction de modéle a pole dominant
Le comportement transitoire est principalement déterminé par la constante dominante 71 =5, correspondant ainsi au pole

dominant p1, qui est le plus proche de l'axe imaginaire. Le tenips de réponse est alors approximativement égal 4 311 = 15.

K K

H(p) = A Hr(p) =
P A+t p)A+1,p)+1,p) D M— P) = Tene

La figure suivante, illustrant les réponses a un échelon unité, valide cette approximation.

s(t)

1 ; ; S -
09§ e R
06 doree —
0,4 ” e TN an s e -
0’2 qw‘j-&&\,«»\‘w“Mﬁu,;«,.u“.m«ww*w‘w»m\.«\w, & gL ‘E s A ’ k:‘,,N....,N&,M\;,Ns

Systéme d’ordre 1 ; ! ‘ : ;

0 : : : ; e

0 5 10 . 15 20 25 30 35 40

Remarque : L'approximation de la réduction de modéle est confirmée par la réponse des modéles, car on observe qu'ils ont le
méme temps de réponse et atteignent le méme régime permanent, a l'exception d'une légere différence dans la Phase transitoire.

Cette approximation demeure valable en présence d'un péle dominanit.
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